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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû äèññåðòàöèè.

Ïðè èññëåäîâàíèè êîëëåêòèâíûõ ý��åêòîâ â àíñàìáëÿõ ñâÿçàííûõ

ýëåìåíòîâ îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàåò òàêîå ÿâëåíèå êàê ñèíõðîíèçàöèÿ.

Çäåñü çàñëóæèâàþò âíèìàíèÿ ñèñòåìû, â êîòîðûõ ñîáñòâåííàÿ äèíàìè-

êà ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòà, à ñëîæíîñòü âîçíèêàåò êàê

ñëåäñòâèå èõ ñåòåâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ âîïðîñîâ óïðàâ-

ëåíèÿ è ñàìîîðãàíèçàöèè àêòóàëüíû ñèòóàöèè, êîãäà êîëëåêòèâíûå ÿâ-

ëåíèÿ ðàçâèâàþòñÿ ïðè ñëàáîé ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàìè èëè íåñèëüíîì

âîçäåéñòâèè íà íèõ. Äàæå åñëè îáùàÿ �èçè÷åñêàÿ êàðòèíà, ñâÿçàííàÿ

ñ ñèíõðîíèçàöèåé, ñëîæíà è ìíîãîãðàííà, àíàëèç ñèíõðîíèçàöèè ìîæíî

÷ðåçâû÷àéíî óïðîñòèòü äëÿ ñëàáûõ âîçìóùåíèé, ðàññìàòðèâàÿ åå â ðàì-

êàõ äèíàìèêè �àç êîëåáàíèé. Â îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè êîëëåê-

òèâíûõ ÿâëåíèé â òàêèõ ñèñòåìàõ ëåæèò �àçîâîå îïèñàíèå, ïðè êîòîðîì

ãëàâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ äèíàìèêå �àçû êîëåáàíèÿ ýëåìåíòà.

Ôàçîâîå îïèñàíèå àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ñè-

ñòåì. Äàæå ïðè ñèëüíî íåëèíåéíîé äèíàìèêå è íåîäíîðîäíîñòè äâèæå-

íèÿ, êàê â íåéðîïîäîáíûõ ñèñòåìàõ, â ñèñòåìå ìîæíî ââåñòè �àçó. Áîëåå

òîãî, îïèñûâàòü äèíàìèêó ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ �àçû è èññëåäîâàòü êîë-

ëåêòèâíûå ý��åêòû â ðàìêàõ òàêîãî îïèñàíèÿ âîçìîæíî è ïðè ðàáîòå

ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ñ âûñîêèì óðîâíåì øóìà ëèáî áîëüøîé

ïîãðåøíîñòüþ èçìåðåíèé. Õîòÿ �àçîâîå îïèñàíèå ïðèìåíÿëîñü ê ìíîãî-

÷èñëåííûì ïðîáëåìàì â ðàçíûõ îáëàñòÿõ íàóêè, åãî èñïîëüçîâàíèå â îá-

ëàñòè ãèäðîäèíàìèêè áûëî îãðàíè÷åííûì, îñîáåííî â îòíîøåíèè ñèíõðî-

íèçàöèè. Îïèðàÿñü íà �àçîâîå îïèñàíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü èí�îðìàöèþ

íåîáõîäèìóþ äëÿ óïðàâëåíèÿ òå÷åíèÿìè â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå. Â

íàñòîÿùåé ðàáîòå �àçîâîå îïèñàíèå ñòðîèòñÿ äëÿ ñâÿçàííûõ ÿ÷ååê ïîðè-

ñòîé ñðåäû; çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëèòè÷åñêè, áåç èñïîëüçîâàíèÿ

÷èñëåííîãî ñ÷åòà.

Ñèíõðîííîñòü áîëüøèõ àíñàìáëåé ñâÿçàííûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî îõà-

ðàêòåðèçîâàòü ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêà � ñðåäíèìè ïîëÿìè. Íåðåäêî ýâîëþ-

öèÿ ýòèõ êîëëåêòèâíûõ ïåðåìåííûõ îêàçûâàåòñÿ íà óäèâëåíèå ïðîñòîé,

÷òî äåëàåò âîçìîæíûì îïèñàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèøü íåñêîëüêèõ ïàðà-

ìåòðîâ ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì ïûòàþòñÿ ïîñòðîèòü òî÷íûå çàìêíóòûå

ìàëîðàçìåðíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèíàìèêè ïåðâûõ íåñêîëüêèõ ïà-

ðàìåòðîâ ïîðÿäêà. Ýòè ìîäåëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëåçíûå èíñòðóìåí-

òû äëÿ ïîíèìàíèÿ ìåõàíèçìîâ, ëåæàùèõ â îñíîâå áîëåå ñëîæíûõ êîëëåê-

òèâíûõ ÿâëåíèé: íàïðèìåð, âçàèìîäåéñòâóþùèå àíñàìáëè îïèñûâàþòñÿ ñ

ïîìîùüþ ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ ïîðÿä-

êà.

Äëÿ îïðåäåííîãî êëàññà àíñàìáëåé �àçîâûõ ñèñòåì Îòò (E. Ott) è

Àíòîíñåí (T. M. Antonsen) ðàçâèëè àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä [E. Ott, T.M.
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Antonsen, Chaos 18, 037113 (2008)℄, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü çàìêíóòûå

óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà àíñàìáëåé �àçîâûõ ýëå-

ìåíòîâ. Äî ñèõ ïîð, îäíàêî, îòñóòñòâîâàëî îïèñàíèå ñèòóàöèé â îêðåñòíî-

ñòè ðåøåíèÿ Îòòà�Àíòîíñåíà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òàêîå îïèñàíèå òðî-

èòñÿ â ðàìêàõ �îðìàëèçìà òàê íàçûâàåìûõ �êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ� [1℄.

Ýòè âåëè÷èíû ìîæíî ñ÷èòàòü ñïåöèàëüíûìè êîìïëåêñíûìè ïàðàìåòðàìè

ïîðÿäêà äëÿ àíñàìáëåé �àçîâûõ ýëåìåíòîâ. Âìåñòå ñ òåì äåìîíñòðèðóåò-

ñÿ ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ, ðàñøèðÿþùåãî ðåøåíèå Îòòà�

Àíòîíñåíà. Ñâîéñòâà ðåàëüíûõ ñèñòåì íå òàê äàëåêè îò òåõ, ïðè êîòîðûõ

ñïðàâåäëèâà òåîðèÿ Îòòà�Àíòîíñåíà. Îäíàêî, äàæå äëÿ ñëàáûõ íàðóøå-

íèé ýòèõ ñâîéñòâ ïðåæäå íå ïîëó÷àëîñü ïîñòðîèòü îáîáùåíèå òåîðèè íà

ïðîòÿæåíèè äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîãî âðåìåíè. Ââåäåíèå �îðìàëèçìà êðó-

ãîâûõ êóìóëÿíòîâ ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü ýòè îáîáùåíèÿ.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü è ïåðñïåêòèâíîñòü

èñïîëüçîâàíèÿ �îðìàëèçìà êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ äëÿ àëüòåðíàòèâíîãî

îïèñàíèÿ äèíàìèêè àíñàìáëåé �àçîâûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ñèñòåì òèïà Îòòà�

Àíòîíñåíà äàííûé �îðìàëèçì ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü òî÷íûå óðàâíåíèÿ äëÿ

äèíàìèêè ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êîëëåêòèâíûõ ÿâëåíèé

â ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ â ðàìêàõ �àçîâîãî îïèñàíèÿ; â ÷àñòíî-

ñòè, ïîñòðîèòü îáîáùåíèå òåîðèè Îòòà�Àíòîíñåíà. Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè

áûëè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ �àçîâîãî îïèñàíèÿ äëÿ ãèä-

ðîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ïðèìåðå òåðìîêîíöåíòðàöèîííîé êîíâåê-

öèè ñ ý��åêòîì Ñîðå â ñâÿçàííûõ ÿ÷åéêàõ ïîðèñòîé ñðåäû.

2. Èññëåäîâàíà ñèíõðîíèçàöèÿ êîëåáàíèé òå÷åíèé â ÿ÷åéêàõ. Íàéäåíî

ðåøåíèå äëÿ óñòîé÷èâîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà.

3. Îïèñàíà äèíàìèêà ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ Îòòà�Àíòîíñåíà.

Äîêàçàíî, ÷òî ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíî óñòîé÷èâûì äëÿ àí-

ñàìáëåé èäåíòè÷íûõ ýëåìåíòîâ è ïðèòÿãèâàþùèì ïðè íåèäåàëüíîé

èäåíòè÷íîñòè ýëåìåíòîâ.

4. Íàéäåíî áîëåå îáùåå ðåøåíèå, ÷åì ðåøåíèå Îòòà�Àíòîíñåíà.

5. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷, âûõîäÿ-

ùèõ çà ðàìêè ïðèìåíèìîñòè îðèãèíàëüíîé òåîðèè Îòòà�Àíòîíñåíà.

6. �àçðàáîòàíû ñïîñîáû ïîäàâëåíèÿ ÷èñëåííîé íåóñòîé÷èâîñòè ñ÷åòà

ñ îáîðâàííûìè êóìóëÿíòíûìè ðàçëîæåíèÿìè ïðè ìèíèìàëüíîé ïî-

òåðå òî÷íîñòè.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Êîëåáàíèÿ òå÷åíèé òåðìîêîíöåíòðàöèîííîé êîíâåêöèè â ñìåæíûõ

ÿ÷åéêàõ ïîðèñòîé ñðåäû ñèíõðîíèçèðóþòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîé

ñâÿçè ÷åðåç ïîëå òåìïåðàòóðû íà îáùåé ñòåíêå. Èõ ñèíõðîíèçàöèÿ

ìîæåò áûòü êîëè÷åñòâåííî îõàðàêòåðèçîâàíà â ðàìêàõ ïîñòðîåííîãî

â ðàáîòå �àçîâîãî îïèñàíèÿ. [2℄
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2. Â ðàìêàõ �îðìàëèçìà êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû

ñåìåéñòâà òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ äèíàìèêè àíñàìáëåé �àçîâûõ ýëå-

ìåíòîâ (îñöèëëÿòîðîâ). Ýòè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåíèåì òåî-

ðèè Îòòà�Àíòîíñåíà è ñîîòâåòñòâóþò äâóõãðóïïîâûì ñîñòîÿíèÿì

àíñàìáëåé. Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ äèíàìèêà àíñàìáëÿ îïèñûâàåòñÿ çà-

ìêíóòîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî êóìóëÿíòîâ. [3℄

3. Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè îðèãèíàëüíîé òåîðèè Îòòà�

Àíòîíñåíà èñïîëüçîâàíèå �îðìàëèçìà êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ ïîçâî-

ëÿåò ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íûå öåïî÷êè óðàâíåíèé ìàêðîñêîïè÷åñêîé

äèíàìèêè àíñàìáëÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì òåîðèè Îòòà�

Àíòîíñåíà. Öåïî÷êà óðàâíåíèé õîðîøî ñõîäèòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ âíóò-

ðåííåãî øóìà (íàïðèìåð, òåïëîâîãî); ïðè ìàëîé èíòåíñèâíîñòè øó-

ìà ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ äàþò äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü îïèñàíèÿ êîë-

ëåêòèâíîé äèíàìèêè. [1, 4℄

4. Ïðèìåíåíèå �îðìàëèçìà êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü

ïðèáëèæåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìàêðîñêîïè÷åñêîé äèíàìè-

êè ïðè àíîìàëüíîé äè��óçèè; ïðè ýòîì íåò ïðîáëåì ñ ðàçðûâàìè

è îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïîëÿ êîíöåíòðàöèè. [5℄

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû:

1. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ �àçîâîãî îïèñàíèÿ äëÿ èçó÷å-

íèÿ ñèíõðîíèçàöèè â ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ íà ïðèìåðå êîí-

êðåòíîé �èçè÷åñêîé çàäà÷è: êîëåáàòåëüíîé òåðìîêîíöåíòðàöèîííîé

êîíâåêöèè ñ ý��åêòîì Ñîðå â ñìåæíûõ ÿ÷åéêàõ ïîðèñòîé ñðåäû [2,

6℄. Çàäà÷à áûëà ðåøåíà ïîëíîñòüþ àíàëèòè÷åñêè, â ïðîòèâîïîëîæ-

íîñòü ðàáîòàì äðóãèõ àâòîðîâ, â êîòîðûõ äëÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì èñ-

ïîëüçóåòñÿ òîëüêî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå. Ïîäîáíûå ðàáîòû íà-

÷àëè ïîÿâëÿåòñÿ â òå÷åíèè ïîñëåäíèõ 10 ëåò.

2. Ââåäåí �îðìàëèçì êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî

îïèñàíèÿ àíñàìáëåé îðèåíòàöèîííûõ è �àçîâûõ ýëåìåíòîâ [1℄.

3. Íà îñíîâå �îðìàëèçìà ïîñòðîåíî ÷àñòíîå îáîáùåíèå òåîðèè Îòòà�

Àíòîíñåíà â òåðìèíàõ êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ äëÿ ñèñòåì èåðàðõè÷å-

ñêè ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ [3℄, ýòî ðåøåíèå ðàñøèðÿåò îðèãèíàëü-

íóþ òåîðèþ.

4. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ ñèñòåì ñâÿçàííûõ �àçîâûõ ýëå-

ìåíòîâ ñ âíóòðåííèì øóìîì, ïðè êîòîðîì óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè

òåîðèè Îòòà�Àíòîíñåíà íàðóøåíû [1℄. Íîâîå îáîáùåíèå òåîðèè ïîç-

âîëÿåò îïèñàòü ìàêðîñêîïè÷åñêóþ äèíàìèêó ðåàëüíûõ ñèñòåì [4℄.

5. �àçðàáîòàíû äâà ìåòîäà ïîäàâëåíèÿ ÷èñëåííîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðè

îáðûâàíèè êóìóëÿíòíûõ ðàçëîæåíèé [7℄.

6. Íà îñíîâàíèè �îðìàëèçìà êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ ïðåäëîæåí ïîäõîä,

ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü ïðèáëèæåííûå ìîäåëè ìàêðîñêîïè÷åñêîé äè-

íàìèêè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ñ ïðîèçâîäíîé äðîáíîãî ïîðÿä-

êà, êîòîðîå îïèñûâàåò ñèñòåìû ñ àíîìàëüíîé äè��óçèåé [5, 8℄.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû.

Ïðèìåíåíèå �àçîâîãî îïèñàíèå â ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïîçâî-

ëèò ðàñøèðèòü çíàíèÿ îá óïðàâëåíèè ïîòîêàìè, ïóòåì èçó÷åíèÿ êîëëåê-

òèâíûõ ÿâëåíèé, â ÷àñòíîñòè, ñèíõðîíèçàöèè òå÷åíèé. Èíòåðåñ ïðåäñòàâ-

ëÿþò çàäà÷è, ãäå îñöèëëÿòîðû îáëàäàþò ñëàáîé ñâÿçüþ, äàííîå ñâîéñòâî

ïðèñóùå âî ìíîæåñòâå ðåàëüíûõ ñèñòåì. Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

çíà÷èìî, ÷òî â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå áûëè ñòðîãî àíàëèòè÷åñêè ïîëó-

÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ �àç êîëåáàíèé.

Èñïîëüçîâàíèå �îðìàëèçìà êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ ïîçâîëèëî îïèñàòü

äèíàìèêó ñèñòåì è ïîñòðîèòü òåîðèþ âîçìóùåíèé äëÿ ñëó÷àÿ âíóòðåííå-

ãî øóìà, êîãäà óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè îðèãèíàëüíîé òåîðèè Îòòà�Àíòîí-

ñåíà íàðóøåíû. Òàêæå óäàëîñü ïîëó÷èòü ðàñøèðåíèå îðèãèíàëüíîé òåî-

ðèè äëÿ ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ âíóòðåííåãî øóìà. Êóìóëÿíòíûé ïîäõîä äà-

åò ïðîñòóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷òî

ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ñêîðîñòü ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìàêðîñêîïè÷å-

ñêîé äèíàìèêè àíñàìáëåé.

Èññëåäîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, áûëè ïîääåðæàíû ãðàí-

òàìè �ÍÔ�DFG� 19-42-04120, �ÍÔ� 17-12-01534,� 23-12-00180, ã/áþä-

æåòíûìè òåìàìè � 121112200078-7, � 124021600038-9 è âûïîëíÿëèñü â

ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà ïîääåðæàííîãî Ìèíîáðíàóêè �îññèè (ñîãëàøå-

íèå � 075-15-2024-535 îò 23.04.2024).

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â õîäå äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ àíàëè-

òè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîé ÷àñòè äèññåðòàöèè

ïðèìåíÿþòñÿ: ìåòîä �àçîâîé ðåäóêöèè äëÿ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñ óñòîé-

÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì, ìåòîä îïèñàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåì ñ òåïëîâûì

øóìîì ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà, ìåòîä äèíàìèêè õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé, ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ, ñëàáîíåëèíåéíûé àíà-

ëèç. Äëÿ ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé äèíàìè-

êè àíñàìáëåé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä �óíãå�Êóòòà�Ìåðñîíà.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ

ñîãëàñèåì ìåæäó ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì è ñòðîãèìè àíàëèòè÷åñêè-

ìè ðåçóëüòàòàìè; ñîâïàäåíèåì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ìåòîäà-

ìè è â ðàìêàõ ðàçíûõ ïîäõîäîâ; ñîãëàñèåì ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííûõ

èññëåäîâàíèé â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ñ èçâåñòíûìè ðàíåå ðåçóëüòàòàìè;

âíóòðåííåé íåïðîòèâîðå÷èâîñòüþ ðåçóëüòàòîâ.

Ïóáëèêàöèè.

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 8 ñòàòåé, âêëþ÷àÿ 5 ñòàòåé â ïå-

ðèîäè÷åñêèõ èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ â ìåæäóíàðîäíûõ áàçàõ äàííûõ

Sopus è Web of Siene [1, 3, 4, 5, 7℄, 2 ðàáîòû â æóðíàëàõ èç ñïèñêà

ÂÀÊ [2, 8℄, 1 ïóáëèêàöèÿ â ñáîðíèêå íàó÷íûõ ñòàòåé [6℄. Òàêæå áûëî

îïóáëèêîâàíî 15 òåçèñîâ äîêëàäîâ êîí�åðåíöèé, ïðèâåäåííûõ íèæå.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

�åçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîí�å-

ðåíöèÿõ: V,VI Âñåðîññèéñêàÿ êîí�åðåíöèÿ Ïåðìñêèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå

íàó÷íûå ÷òåíèÿ (Ïåðìü, 2018, 2019 ãã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà è êîí�å-

ðåíöèÿ �Patterns of Synhrony: Chimera States and Beyond� (Trieste, Italy,

2019 ã.); XVIII, XIX,XX Íàó÷íàÿ øêîëà �Íåëèíåéíûå âîëíû� (Íèæíèé

Íîâãîðîä, 2018, 2020, 2022 ãã.); XXI,XXII, XXIII Çèìíÿÿ øêîëà ïî ìåõàíè-

êå ñïëîøíûõ ñðåä (Ïåðìü, 2019, 2021, 2023 ãã.); XXIX,XXX Âñåðîññèéñêàÿ

íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ �Íåëèíåéíûå äíè â Ñàðàòîâå äëÿ ìîëîäûõ� (Ñàðà-

òîâ, 2021, 2023 ãã.); Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì �Íåðàâíîâåñíûå ïðîöåññû

â ñïëîøíûõ ñðåäàõ� (Ïåðìü, 2017, 2021 ãã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîí-

�åðåíöèÿ �Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ� (Íèæíèé Íîâ-

ãîðîä, 2022 ã.); Âñåðîññèéñêàÿ êîí�åðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ-ìåõàíèêîâ

YSM-2022 (Ñî÷è, 2022 ã.); Âñåðîññèéñêàÿ êîí�åðåíöèÿ �Ìàòåìàòè÷åñêèå

ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä� (Íîâîñèáèðñê, 2024 ã.).

�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèé òàêæå áûëè ïðåäñòàâëåíû íà íàó÷íûõ ñåìè-

íàðàõ Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ �ÀÍ:

• Ñåìèíàð � 6-2023 �Ôàçîâîå îïèñàíèå äëÿ êîëåáàòåëüíîé òåðìîêîí-

öåíòðàöèîííîé êîíâåêöèè â ïîðèñòîé ñðåäå� (19 àïðåëÿ 2023 ã.)

• Ñåìèíàð � 9-2023 �Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ íàìàãíè÷åííîñòü XY-ìàêðî-

ñïèíîâîé ñèñòåìû â ðàìêàõ îáîáùåííîé òåîðèè Îòòà�Àíòîíñåíà�

(31 ìàÿ 2023 ã.)

• Ñåìèíàð � 10-2023 �Êóìóëÿíòíîå îïèñàíèå ñèíõðîíèçàöèè ãèäðî-

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì� (28 èþíÿ 2023 ã.)

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Àâòîðîì äèññåðòàöèè ïîñòðîåíî àíàëèòè-

÷åñêîå îïèñàíèå ñëàáîíåëèíåéíûõ ðåæèìîâ êîíâåêöèè è �àçîâîå îïèñà-

íèå äëÿ òàêèõ ñèñòåì; ïîëó÷åíû è àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíû óðàâíåíèÿ

äâóõêóìóëÿíòíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Íàïèñàíû âû÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàììû

äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷, ïîëó÷åíà îñíîâíàÿ ÷àñòü ÷èñëåí-

íûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷, ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ è èõ èí-

òåðïðåòàöèÿ îáñóæäàëàñü ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì Þ.Ë. �àéõåðîì è

äðóãèìè ñîàâòîðàìè ïóáëèêàöèé. Âûáîð òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ìåòî-

äîâ ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿëñÿ ñîâìåñòíî ñ Ä.Ñ. �îëäîáèíûì. Ïîäãîòîâêà

ïóáëèêàöèé ïðîâîäèëàñü ñîâìåñòíî ñ Ä.Ñ. �îëäîáèíûì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 3 ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòå-

ðàòóðû (120 íàèìåíîâàíèé). �àáîòà ñîäåðæèò 29 ðèñóíêîâ. Îáùèé îáú¼ì

äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 130 ñòðàíèöû.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ â

ðàìêàõ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñ�îðìóëèðîâàíà öåëü è ïîñòàâ-

ëåíû çàäà÷è, îòðàæåíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé, îïèñàíà òåîðåòè-
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÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëå-

íû ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó, âûïîëíåí îáçîð íàó÷íîé ëèòåðàòó-

ðû ïî òåìå äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Â îáçîðå ëèòåðàòóðû îñâåùåíû àêòóàëüíûå íàó÷íûå ðàáîòû ïî òåìå

äèññåðòàöèè: èññëåäîâàíèÿ êîëëåêòèâíîé äèíàìèêè àíñàìáëåé ñâÿçàííûõ

îñöèëëÿòîðîâ â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ, ðàáîòû, â êîòîðûõ ñòðîèòñÿ �àçî-

âîå îïèñàíèå äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, â

÷àñòíîñòè, ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ; ñîñòîÿíèå èññëåäîâàíèé òåðìîêîíöåíòðà-

öèîííîé êîíâåêöèè â ïîðèñòîé ñðåäå, ý��åêòà Ñîðå.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ òåðìîêîíöåíòðàöèîííîé êîí-

âåêöèè äâóõêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè â ïîäîãðåâàåìûõ ñíèçó ñìåæíûõ ãî-

ðèçîíòàëüíûõ ÿ÷åéêàõ ïîðèñòîé ñðåäû â ïîëå òÿæåñòè. Ïðè êîëåáàòåëü-

íîé íåóñòîé÷èâîñòè ñèíõðîíèçàöèÿ òå÷åíèé æèäêîñòè â ñìåæíûõ ÿ÷åéêàõ

ïîðèñòîé ñðåäû ìîæåò áûòü èçó÷åíà â ðàìêàõ �àçîâîãî îïèñàíèÿ.
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�èñ. 1: �åîìåòðèÿ ñèñòåìû.

Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ïîëàãàåòñÿ �èêñèðîâàííûé òåïëîâîé ïîòîê è îò-

ñóòñòâèå ïîòîêà ïðèìåñè ÷åðåç ãîðèçîíòàëüíûå ãðàíèöû (ðèñ. 1). Äâèæå-

íèÿ æèäêîñòè îïèñûâàþòñÿ â ïðèáëèæåíèè Äàðñè�Áóññèíåñêà ñ ó÷åòîì

ý��åêòà Ñîðå (ý��åêò òåðìîäè��óçèè): â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü æèäêî-

ñòè ρ = ρ0(1−β(T−T0)+βC(C−C0)) , ãäå ρ0 = ρ(T0, C0), T � òåìïåðàòóðà,

C � êîíöåíòðàöèÿ òÿæåëîé êîìïîíåíòû æèäêîñòè, β � êîý��èöèåíò òåï-

ëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, βC = ρ−1(∂ρ/∂C), è äè��óçèîííûé ïîòîê ïðèìåñè

~j = −D (∇C + αT (C/T )∇T ) , ãäå αT � êîíñòàíòà òåðìîäè��óçèè.

Äîïîëíèòåëüíî, äëÿ îïèñàíèÿ òåïëîîáìåíà ìåæäó ÿ÷åéêàìè â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ââîäèòñÿ ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå ïðîñòðàíñòâåí-

íî ðàñïðåäåëåííûé èñòî÷íèê/ñòîê òåïëà äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè. Òàêèì îáðà-

çîì, â óðàâíåíèÿõ äëÿ êîíâåêöèè Ñîðå â ÿ÷åéêàõ ïîÿâëÿåòñÿ ñâÿçü ÷åðåç

ïîëå òåìïåðàòóðû.

0 = −
1

ρ0
∇p1 −

νm

K
~v1 + g(βT1 − βCC1)~ez , div~v1 = 0 ,

∂C1

∂t
+ (~v1 · ∇)C1 = D△ C1 +

αTC0D

T0
△ T1 ,

∂T1
∂t

+
1

b
(~v1 · ∇)T1 = χ△ T1 +Q1 ,
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z = 0, h :
∂T1
∂z

= A, v1z = 0, j1z = 0 ,

ãäå ~v1 � ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü æèäêîñòè â ïîðàõ, ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿç-

êîñòü, m � ïîðèñòîñòü ñðåäû, K � êîý��èöèåíò ïðîíèöàåìîñòè, h �

âûñîòà ÿ÷åéêè, −g~ez � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, b � îòíîøåíèå

òåïëîåìêîñòè ïîðèñòîé ñðåäû, íàñûùåííîé æèäêîñòüþ, ê ÷àñòè ýòîé òåï-

ëîåìêîñòè, ïðèõîäÿùåéñÿ íà æèäêîñòü â ïîðàõ (b > 1), χ � òåìïåðàòó-

ðîïðîâîäíîñòü ïîðèñòîé ñðåäû, íàñûùåííîé æèäêîñòüþ, Q � ðàñïðåäå-

ëåííûé èñòî÷íèê òåïëà. Èíäåêñ 1 îçíà÷àåò, ÷òî ïîëÿ îòíîñÿòñÿ ê ïåðâîé

ÿ÷åéêå. Àíàëîãè÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîëó÷èòñÿ äëÿ âòîðîé ÿ÷åéêè.

Áåçðàçìåðíûå óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû: N � ïàðàìåòð ïëà-

âó÷åñòè, Ra � ÷èñëî �ýëåÿ�Äàðñè, S � îáðàòíîå ÷èñëî Ëüþèñà.

Â ðàçäåëå (1.2) äëÿ îïèñàííîé êîí�èãóðàöèè ñèñòåìû âûâîäÿòñÿ

óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå íåëèíåéíóþ äèíàìèêó äëèííîâîëíîâûõ ñòðóê-

òóð. Óðàâíåíèÿ âûâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ìíîãèõ ìàñøòàáîâ.

Â ðàçäåëå (1.3) äåëàåòñÿ äîïóùåíèå î òîíêèõ ÿ÷åéêàõ, ðàññìàòðèâà-

åòñÿ äâóìåðíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî âîïðîñ î êîëëåê-

òèâíûõ ý��åêòàõ àêòóàëåí äëÿ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ, àíàëèòè÷åñêîå

îïèñàíèå ñèñòåìû â ðàìêàõ ñëàáîíåëèíåéíîãî àíàëèçà ñòðîèòñÿ âáëèçè

ãðàíèöû êîëåáàòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû. Äëÿ ïîíèìàíèÿ àêòó-

àëüíîãî äèàïàçîíà ïàðàìåòðîâ ñòðîèòñÿ êàðòà ðåæèìîâ è âû÷èñëÿåòñÿ

ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ÷èñëà �ýëåÿ�Äàðñè Ra0, âûøå êîòîðîãî ñóùåñòâóåò
êîëåáàòåëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü.

Äàëåå, äëÿ äëèííîâîëíîâûõ êîíâåêòèâíûõ òå÷åíèé ïîëó÷åíû óðàâ-

íåíèÿ ìåäëåííîé äèíàìèêè àìïëèòóäû êîëåáàòåëüíûõ ìîä ñ òåïëîâîé

ñâÿçüþ ìåæäó ÿ÷åéêàìè. Èç ýòèõ óðàâíåíèé, â ñâîþ î÷åðåäü, âûâîäÿòñÿ

óðàâíåíèÿ äëÿ �àç êîëåáàíèé ϕ1,2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè óðàâ-

íåíèÿìè �àçîâîãî îïèñàíèÿ:

ϕ̇1 = Ω0 + |K|(sin (ϕ2 − ϕ1 + β)− sinβ) ,
ϕ̇2 = Ω0 + |K|(sin (ϕ1 − ϕ2 + β)− sinβ) ,

(1)

ãäå Ω0 � ÷àñòîòà êîíå÷íîàìïëèòóäíîãî êîëåáàòåëüíîãî òå÷åíèÿ, K � êî-

ý��èöèåíò ñâÿçè, β ��àçîâûé ñäâèã ñâÿçè; â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïî-

ëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Óðàâíåíèÿ (1) �

ýòî ñèñòåìà òèïà Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷è, îäíà èç êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ

èçó÷åíèÿ êîëëåêòèâíûõ êîëåáàíèé â íåëèíåéíîé äèíàìèêå. Äëÿ îïèñàíèÿ

êîëëåêòèâíîé äèíàìèêè áîëüøîãî ÷èñëà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ��àçîâûõ�

ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü òàêæå ïðèìåíåí ìåòîä êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ [1℄.

Â ðàçäåëå (1.4) èññëåäóåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ êîëåáàíèé â ñìåæíûõ

ÿ÷åéêàõ. Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ÿ÷åéêè íå ìîãóò áûòü èäåàëüíî èäåíòè÷-

íûìè, äëÿ îïèñàíèÿ ÷åãî ââîäèòñÿ ìàëàÿ ðàññòðîéêà ÷àñòîò êîëåáàòåëü-

íîãî òå÷åíèÿ â ÿ÷åéêàõ. Íàéäåíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñèëîé ñâÿçè è ðàñ-
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ñòðîéêîé ÷àñòîò, ïðè êîòîðûõ â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ðåæèì ñèíõðîíèçà-

öèè òå÷åíèé. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå äëÿ óñòîé÷èâîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà.

Â ðàçäåëå (1.5) ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåàëüíàÿ ñèñòåìà, äëÿ êîòîðîé ñòðî-

èòñÿ çàâèñèìîñòü èíäåêñà ñèíõðîíèçàöèè îò óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà �àçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ,

äàåòñÿ êðàòêîå ââåäåíèå â òåîðèþ Îòòà�Àíòîíñåíà (ÎÀ) è ñòðîèòñÿ åå

îáîáùåíèå ñ ïîìîùüþ êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ.

Â ðàçäåëàõ (2.1) è (2.2) ïðèâîäèòñÿ òåîðèÿ ÎÀ äëÿ èäåíòè÷íûõ è

íåèäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ.

Øèðîêèé è âàæíûé êëàññ ñèñòåì �àçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ, äåìîíñòðè-

ðóþùèõ êîëëåêòèâíûå ÿâëåíèÿ, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà:

ϕ̇k = Ω(t) + Im(2h(t) e−iϕk), k = 1, ..., N , (2)

ãäå Ω(t) è h(t) � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíàÿ è êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ

�óíêöèè âðåìåíè. Íàïðèìåð, ýòîìó âèäó ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìà Êóðàìîòî, äëÿ êîòîðîé 2h(t) = µN−1
∑N

l=1 e
iϕl
. Äëÿ óðàâíåíèÿ (2)

ìîæåò áûòü çàïèñàíî ìàñòåð-óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ýâîëþöèþ ïëîò-

íîñòè âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ â êîíêðåòíîì ñîñòîÿíèè w(ϕ, t) :

∂w

∂t
+

∂

∂ϕ

(

(Ω(t)− ih(t)e−iϕ + ih∗(t)eiϕ)w
)

= 0 . (3)

Â Ôóðüå-ïðîñòðàíñòâå w(ϕ, t) = (2π)−1
[

1 +
∑∞

j=1(aj(t)e
−ijϕ + a∗j (t)e

ijϕ)
]

,
ãäå aj(t) � êîìïëåêñíûå ìîäû (êîý��èöèåíòû Ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ), ìà-

ñòåð-óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

ȧj = jiΩ(t) aj + jh(t)aj−1 − jh∗(t)aj+1 , (4)

ãäå j = 1, 2, ... è, ïî ïîñòðîåíèþ, a0 = 1. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äîïóñêàåò
÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà aj = aj1. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äèíàìèêà ñèñòåìû ìîæåò

ïðîèñõîäèòü íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, çàäàâàåìîì ñîîòíîøåíèåì aj = aj1
è ïîëó÷èâøåì íàçâàíèå ìíîæåñòâà ÎÀ. Äèíàìèêà ñèñòåìû íà ýòîì ìíî-

æåñòâå îïèñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì äëÿ

êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé a1. Âàæíî, ÷òî a1 ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà

Z = 〈eiϕ〉 =
∫ 2π

0
eiϕw(ϕ, t) dϕ = a1(t). Â èòîãå, íà ìíîæåñòâå ÎÀ äèíàìè-

êà ñèñòåìû òî÷íî îïèñûâàåòñÿ íóëü-ìåðíûì óðàâíåíèåì äëÿ ïàðàìåòðà

ïîðÿäêà Z:
Ż = iΩ(t)Z + h(t)− h∗(t)Z2 . (5)

Â ñëó÷àå íåèäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ëîðåíöåâûì ðàñïðåäåëåíèåì

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, â óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà (5) äîáàâëÿåòñÿ

äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå:
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Ż1 = (iΩ0 − γ)Z1 + h(t)− h∗(t)Z2
1 (6)

ãäå Ω0 è γ � ìåäèàíà è ïîëóøèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè íåïîëíîé èäåíòè÷íîñòè îñöèëëÿòîðîâ ìíîæåñòâî

ÎÀ èç íåéòðàëüíî óñòîé÷èâîãî ïðåâðàùàåòñÿ â �ñëàáî� ïðèòÿãèâàþùåå.

Äëÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì ìíîæåñòâî ÎÀ îêàçûâàåòñÿ íå ïðîñòî ñåìåéñòâîì

÷àñòíûõ ðåøåíèé, à àòòðàêòîðîì. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ

òåîðèþ ÎÀ äëÿ îïèñàíèÿ ìíîãèõ çàäà÷.

Â ðàçäåëå (2.3) ââîäèòñÿ ïîíÿòèå �êðóãîâûõ� êóìóëÿíòîâ, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûìè êîìïëåêñíûìè ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêà äëÿ àíñàì-

áëåé �àçîâûõ ýëåìåíòîâ.

Îïèñàíèå äèíàìèêè ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà ÎÀ â òåðìè-

íàõ Zj (èëè aj) îêàçûâàåòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì äëÿ ñîñòîÿíèé ñ âûñîêîé

ñòåïåíüþ ñèíõðîííîñòè, êîãäà |Z1| áëèçêî ê 1 è ðÿä Zj ∼ (Z1)
j
îáëàäà-

åò ìåäëåííîé ñõîäèìîñòüþ. Â ïðåäñòàâëåíèè êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ äëÿ

�àçîâûõ àíñàìáëåé, ýòà ïðîáëåìà ïîëíîñòüþ ñíèìàåòñÿ [3℄.

Íàïðèìåð, ïåðâûå òðè êðóãîâûõ êóìóëÿíòà ñâÿçàíû ñ òðàäèöèîííûìè

ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêà ñëåäóþùèì îáðàçîì: κ1 = Z1, κ2 = Z2 − Z2
1 , κ3 =

(Z3 − 3Z2Z1 + 2Z2
1)/2 .

Â ðàáîòå ïîëó÷åíà öåïî÷êà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ñèñòå-

ìû â òåðìèíàõ êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ:

κ̇j = j(iΩ0 − γ)κj + hδ1j − h∗(j2κj+1 + j
∑j−1

m=0
κj−mκm+1). (7)

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàñøèðÿåò òåîðèþ ÎÀ, ñîîòâåòñòâóþùóþ òðèâè-

àëüíîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ κ1 = Z1 è κn≥2 = 0, ïðè êîòîðîì â (7) îñòàåòñÿ

òîëüêî ïåðâîå óðàâíåíèå.

Êàê ñëåäóåò èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (7), äèíàìèêà κj îïðåäåëÿåòñÿ çíà-

÷åíèÿìè κ1, κ2, ..., κj+1, è κj+1 âõîäèò ÷åðåç ñëàãàåìîå (−j2h∗κj+1).
Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå âûäåëèòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó êîíå÷íîãî

÷èñëà óðàâíåíèé íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Â ðàçäåëå (2.4) ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîãî ìîãîîáðàçèÿ,

ðàñøèðÿþùåãî ìíîæåñòâî ÎÀ. Äèíàìèêà âñåõ ÷åòíûõ êðóãîâûõ êóìó-

ëÿíòîâ ïîäîáíà äèíàìèêå âòîðîãî, íå÷åòíûå êóìóëÿíòû ñòàðøå ïåðâîãî

ðàâíû 0. Ýòî ÷àñòíîå ðåøåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ çàìêíóòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé

äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî êóìóëÿíòîâ:

κ̇1 = (iΩ − γ)κ1 + h− h∗(κ2 + κ
2
1) ,

κ̇2 = 2(iΩ − γ − 2h∗κ1)κ2 .
(8)

Òàêæå âûÿñíåí ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðåøåíèé ýòîãî ñåìåéñòâà: îíè

ÿâëÿþòñÿ äâóõãðóïïîâûìè, à âåëè÷èíà |κ2| òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå äè-

ñòàíöèÿ ìåæäó ãðóïïàìè.
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�èñ. 2: Äèíàìèêà äâóõãðóïïîâîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè γ = 0 (òîíêàÿ êðèâàÿ) â
ñðàâíåíèè ñ ðåøåíèåì Îòòà�Àíòîíñåíà (æèðíàÿ êðèâàÿ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ðàñøèðåíèÿ òåîðèè ÎÀ, îïè-

ñàíà êîëëåêòèâíàÿ äèíàìèêà äâóõ ñèììåòðè÷íî ñâÿçàííûõ àíñàìáëåé

Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷è (ïðîñòåéøàÿ êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ èçó÷åíèÿ ñà-

ìîîðãàíèçàöèè â àíñàìáëÿõ èåðàðõè÷åñêè ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ):

ϕ̇k = ωk +
µ

N

∑N

l=1
sin(ϕl − ϕk − α) +

ν

N

∑N

l=1
sin(ψl − ϕk − α) ,

ψ̇k = ωk +
µ

N

∑N

l=1
sin(ψl − ψk − α) +

ν

N

∑N

l=1
sin(ϕl − ψk − α) .

(9)

Çäåñü ϕk è ψk � �àçû â àíñàìáëÿõ ðàçìåðà N , µ è ν = 1−µ � ïàðàìåòðû

ñâÿçè âíóòðè àíñàìáëÿ è ñ äðóãèì àíñàìáëåì ñîîòâåòñòâåííî, α � �àçî-

âûé ñäâèã ñâÿçè. Ñâÿçü òèïà Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷è ìîæíî âèäåòü â ñèñòåìå

óðàâíåíèé (1), ïîëó÷åííûõ äëÿ êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê.

Â äàííîé ñèñòåìå íàáëþäàþòñÿ �õèìåðíûå îñòîÿíèÿ� (ïåðåõîäíîå ñî-

ñòîÿíèå ìåæäó ïîëíîñòüþ ñèíõðîííûìè è áåñïîðÿäî÷íûìè êîëåáàíèÿ-

ìè), â êîòîðûõ ïåðâûé àíñàìáëü ïîëíîñòüþ ñèíõðîíèçèðîâàí, ϕ1 =ϕ2=
. . . = ϕN , à âòîðîé íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ÷àñòè÷íîé ñèíõðîíèçàöèè è

îïèñûâàåòñÿ ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêà Zj . Íà ðèñ. 2, ãäå ïàðàìåòð ïîðÿäêà

ïåðâîãî àíñàìáëÿ κ = eiϕ1
(|κ| = 1), ïàðàìåòð ïîðÿäêà âòîðîãî àíñàìáëÿ

Z1 = κ1 ñîâåðøàåò êâàçèïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðà-

ùàþùåéñÿ ñ ϕ1. Çäåñü èíòåðåñíû ðåæèìû äèíàìèêè ñèñòåìû, â êîòîðûõ

îñöèëëÿòîðû âòîðîãî àíñàìáëÿ �îðìèðóþò äâå ãðóïïû. Èññëåäîâàíà äè-

íàìèêà òàêèõ äâóõãðóïïîâûõ õèìåð ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ñèñòåìû �àçîâûõ ýëåìåíòîâ (îñöèëëÿ-

òîðîâ) ñ âíóòðåííèì øóìîì. Èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ òåîðèè

âîçìóùåíèé äëÿ àíçàöà Îòòà�Àíòîíñåíà â òåðìèíàõ êðóãîâûõ êóìóëÿí-

òîâ. Êóìóëÿíòíîå ïðåäñòàâëåíèå óäîáíî òåì, ÷òî âñå ñòàðøèå êóìóëÿíòû

èñ÷åçàþò íà ìíîæåñòâå ÎÀ, ÷òî äåëàåò èõ åñòåñòâåííûìè ïåðåìåííûìè

äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé. Â ÷àñòíîñòè, â íàñòîÿùåé ãëàâå òåî-

ðèÿ âîçìóùåíèé ñòðîèòñÿ äëÿ ñèñòåì ñ âíóòðåííèì øóìîì; ïðè ýòîì èí-

òåíñèâíîñòü øóìà âûñòóïàåò ìàëûì ïàðàìåòðîì. Ïîëó÷åíû çàìêíóòûå
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óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà, ó÷èòûâàþùèå ïåðâûå ïîïðàâ-

êè ïî èíòåíñèâíîñòè øóìà.

Â ñèñòåìàõ ñ âíóòðåííèì øóìîì ïðèñóòñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå ñëàãà-

åìîå, íàðóøàþùåå ïðèìåíèìîñòü îðèãèíàëüíîé òåîðèè ÎÀ:

ϕ̇k = Ω(t) + Im(2h(t) e−iϕk) + σξk(t), k = 1, ..., N , (10)

ãäå ξk � íåçàâèñèìûå áåëûå ãàóññîâû øóìû: 〈ξk(t)〉 = 0, 〈ξk(t)ξm(t′)〉 =
2δkmδ(t − t′); σ � àìïëèòóäà øóìà. Öåïî÷êà óðàâíåíèé äëÿ ïàðàìåòðîâ

ïîðÿäêà ñèñòåìû (10) ïðèíèìàåò âèä:

Żj = jiΩZj + jhZj−1 − jh∗Zj+1 − σ2j2Zj . (11)

Ïðè σ = 0 ýòî óðàâíåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ òåîðèÿì Îòòà�Àíòîíñåíà è Âàòàíà-

áý�Ñòðîãàöà. Â äàííîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ òåîðèè

âîçìóùåíèé äëÿ òåîðèè ÎÀ äëÿ ìàëûõ íåíóëåâûõ σ. Ïîäîáíî ñëó÷àþ íó-

ëåâîãî âíóòðåííåãî øóìà, óðàâíåíèå (11) ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà ñëó÷àé

íåèäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ëîðåíöåâûì ðàñïðåäåëåíèåì ÷àñòîò:

Żj = j(iΩ0 − γ)Zj + jhZj−1 − jh∗Zj+1 − σ2j2Zj . (12)

Â ðàáîòå âûâåäåíû óðàâíåíèÿ äëÿ κj :

κ̇j = j(iΩ0 − γ)κj + hδj1 − h∗(j2κj+1 + j
∑j−1

m=0
κj−mκm+1)−

− σ2(j2κj + j
∑j−2

m=0
κj−1−mκm+1) . (13)

Äëÿ íåèñ÷åçàþùåãî øóìà, êàê ïðàâèëî, âñå êóìóëÿíòû îòëè÷íû îò

íóëÿ. Îäíàêî äëÿ ñëàáûõ øóìîâ ìîæíî îæèäàòü, ÷òî êóìóëÿíòû ñòàð-

øåãî ïîðÿäêà áóäóò ìàëû. Àíàëèç ïîëíîé ñèñòåìû (13) ïîêàçûâàåò, ÷òî

ïðåäïîëîæåíèå |κj | ∼ σ2(j−1)
ñîîòâåòñòâóåò äèíàìèêå âñåõ κj . Ýòî äàåò

îñíîâàíèÿ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ, ïðè êîòîðîì âñå êóìóëÿíòû âûøå âòîðîãî

ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.

Â ðåçóëüòàòå ìîæíî ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ ðåäóöèðîâàííóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ:

κ̇1 = (iΩ0 − γ)κ1 + h− h∗κ2 − h∗κ2
1 − σ2

κ1 ,
κ̇2 = 2(iΩ0 − γ)κ2 − 4h∗κ1κ2 − σ2(4κ2 + 2κ2

1) .
(14)

Â ðàçäåëå (3.2) â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà äèíàìèêà äâóõ ñèì-

ìåòðè÷íûõ ñâÿçàííûõ àíñàìáëåé Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷è (9), â êîòîðîé äî-

áàâëåí âíóòðåííèé øóì ñ àìïëèòóäîé σ.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî âíóòðåííèé øóì ëèêâèäèðóåò êîíñåðâàòèâíîñòü äè-

íàìèêè ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà è îäíîãðóïïîâîå ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ ïðèòÿ-

ãèâàþùèì (ïðè σ = 0 îíî íåéòðàëüíî óñòîé÷èâî). Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû
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ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó íà ïëîñêîñòè Z/Y , ãäå Y è Z � ïàðàìåò-

ðû ïîðÿäêà ïîëíîñòüþ è ÷àñòè÷íî ñèíõðîíèçîâàííîãî àíñàìáëåé ñîîò-

âåòñòâåííî. Øóì îêàçûâàåò ñòàáèëèçèðóþùåå âîçäåéñòâèå íà äèíàìèêó

ñèñòåìû [1℄. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ σ ïðåäåëüíûé öèêë ñæèìàåòñÿ. Íà ðèñ. 3
ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðèòÿãèâàþùèõ öèêëîâ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ σ.

�èñ. 3: Óñòîé÷èâûå ïðåäåëüíûå öèêëû ïðè γ = 0 è ðàçëè÷íîé èíòåíñèâ-

íîñòè âíóòðåííåãî øóìà, îò ïåðè�åðèè ê öåíòðó: σ = 0.01, 0.02 è 0.03.

Â ðàçäåëå (3.3) èçó÷àåòñÿ óñòîé÷èâîñòü îáîðâàííûõ êóìóëÿíòíûõ

ðàçëîæåíèé ïðè ÷èñëåííîì ñ÷åòå. Êóìóëÿíòíûå öåïî÷êè áåñêîíå÷íû è

äëÿ ðÿäà çàäà÷ èõ îáðûâàíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê ÷èñëåííîé íåóñòîé÷èâî-

ñòè. �àññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîäàâëåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè: ñ

ïîìîùüþ ââåäåíèå èñêóññòâåííîé äèññèïàöèè è ïóòåì ïîäàâëåíèÿ ñëàãà-

åìûõ, îòâåòñòâåííûõ çà íåóñòîé÷èâîñòü.

Â ðàçäåëå (3.4) âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè �àçû

êîëåáàíèé òå÷åíèÿ ïðè ñëó÷àéíîé �ëóêòóàöèè âíåøíèõ òåìïåðàòóðíûõ

óñëîâèé äëÿ òåðìîêîíöåíòðàöèîííîé êîíâåêöèè â ïîðèñòîé ñðåäå. Ïðèìå-

íÿåòñÿ ïîäõîä êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû ñòåïåíè

ñèíõðîííîñòè êîëåáàíèé êîíâåêòèâíûõ òå÷åíèé â ñâÿçàííûõ ÿ÷åéêàõ.

Â ðàçäåëå (3.5) èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ ìàëîìîäîâîãî ìàêðîñêîïè÷åñêîãî îïèñàíèå äèíàìèêè àíñàìáëåé

�àçîâûõ ýëåìåíòîâ, ïîäâåðæåííûõ äåéñòâèþ íåãàóññîâà áåëîãî øóìà. Ïî-

ëó÷åíû äâóõêóìóëÿíòíûå ðåäóöèðîâàííûå óðàâíåíèÿ äëÿ àëü�àóñòîé-

÷èâûõ øóìîâ. Ïîñêîëüêó ìàëîìîäîâîå îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêè ñîîòâåò-

ñòâóåò ó÷åòó òîëüêî âåäóùèõ �óðüå-ãàðìîíèê ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè

âåðîÿòíîñòè, â ðàìêàõ èñïîëüçîâàííîãî ïîäõîäà íå âîçíèêàåò ïðîáëåìû

íå�èçè÷íîãî ïîâåäåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (�îðìèðîâàíèÿ ðàçðûâîâ

è ò.ï.), òèïè÷íîé äëÿ óðàâíåíèé òèïà Ôîêêåðà�Ïëàíêà, â êîòîðûõ ó÷è-

òûâàþòñÿ âåäóùèå íåãàóññîâû ïîïðàâêè äëÿ øóìà, íî êóìóëÿíòíûé ðÿä

äëÿ øóìà îáîðâàí [5℄.
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Â çàêëþ÷åíèè ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû äèññåð-

òàöèè:

1. Èñïîëüçîâàíî �àçîâîå îïèñàíèå äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè â ãèäðîäè-

íàìè÷åñêîé ñèñòåìå äâóõ ñâÿçàííûõ êîíâåêòèâíûõ ÿ÷ååê. Ïîñòðî-

åíî àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ñèñòåìû â ðàìêàõ ñëàáîíåëèíåéíîãî

àíàëèçà âáëèçè ãðàíèöû êîëåáàòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè è íàéäå-

íû óðàâíåíèÿ äëÿ �àç êîëåáàíèé êîíâåêòèâíûõ òå÷åíèé â äâóõ

ÿ÷åéêàõ. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ îáðàçóþò ñèñòåìó òèïà Êóðàìîòî�

Ñàêàãó÷è. Èññëåäîâàíà ñèíõðîíèçàöèÿ êîëåáàíèé â ñìåæíûõ ÿ÷åé-

êàõ. Íàéäåíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñèëîé ñâÿçè è ÷àñòîòîé ñâîáîä-

íûõ êîëåáàíèé, ïðè êîòîðûõ â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ðåæèì ñèíõðî-

íèçàöèè òå÷åíèé. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå äëÿ óñòîé÷èâîãî ñèíõðîííîãî

ðåæèìà.

2. Â ðàìêàõ �îðìàëèçìà êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ ïîñòðîåíî îïèñàíèå ïî-

âåäåíèÿ àíñàìáëåé â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ Îòòà�Àíòîíñåíà. Ïîëó-

÷åíî áîëåå îáùåå ÷àñòíîå ðåøåíèå. Íîâîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò îïè-

ñûâàòü äèíàìèêó äâóõãðóïïîâûõ ñîñòîÿíèé àíñàìáëÿ â êîíå÷íîé

îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ ÎÀ (ÿâëÿþùåãîñÿ îäíîãðóïïîâûì). Èñïîëüçî-

âàíèå ïîäõîäà êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ñèñòå-

ìå äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ñâÿçàííûõ àíñàìáëåé Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷è.

Èññëåäîâàíà äèíàìèêà ñèñòåìû ïðè ðàçíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ,

èçó÷åíû ñîñòîÿíèÿ �õèìåðû�.

3. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ îïðåäåëåííîãî íàáîðà çàäà÷, âû-

õîäÿùèõ çà ðàìêè óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè îðèãèíàëüíîé òåîðèè Îòòà�

Àíòîíñåíà. �àññìîòðåíà ïðîáëåìà ÷èñëåííîé íåóñòîé÷èâîñòè ñ÷å-

òà ñ îáîðâàííûìè êóìóëÿíòíûìè ðàçëîæåíèÿìè íà ïðèìåðå ñâÿ-

çàííûõ àíñàìáëåé Êóðàìîòî�Ñàêàãó÷è è ñïîñîáû ïîäàâëåíèÿ òàêîé

íåóñòîé÷èâîñòè. Áûëî ïðîàíàëèçèðîâàíî äâà âàðèàíòà ïîäàâëåíèÿ,

ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ èñêóññòâåííîé äèññèïàöèè è ïóòåì ïîäàâëåíèÿ

ñëàãàåìûõ, îòâåòñòâåííûõ çà íåóñòîé÷èâîñòü.

4. Â ðàìêàõ ïîäõîäà êðóãîâûõ êóìóëÿíòîâ óäàëîñü ïîñòðîèòü äîñòà-

òî÷íî òî÷íîå ìàêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå äèíàìèêè ïîïóëÿöèé �à-

çîâûõ ýëåìåíòîâ (îñöèëëÿòîðîâ) ñ íåãàóññîâûìè äåëüòàêîððåëèðî-

âàííûìè øóìàìè (ðàññìàòðèâàåòñÿ α-óñòîé÷èâûé øóì). Âàæíî, ÷òî
òàêèå ïðèáëèæåííûå ìîäåëè ïîäõîäÿò äëÿ èçó÷åíèÿ ðÿäà çàäà÷ àíî-

ìàëüíîé äè��óçèè; ïðè ýòîì íå ïîÿâëÿåòñÿ ïðîáëåì ñ âîçíèêíîâå-

íèåì ðàçðûâîâ è îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïîëÿ êîíöåíòðàöèè
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